SOLUCIONES - TRIGONOMETRIA (1.°
BACHILLERATO)

Convenciones
* Los angulos pueden expresarse en grados o en radianes; aqui se resuelven como
aparecen.
« En ecuaciones, se da solucién general (k € Z)y, cuando procede, se ordena.

En identidades, se indican restricciones de dominio (valores que anulan
denominadores).

1) Reduccién de angulos al primer cuadrante
1. sin(150°)

Paso 1. Localiza el 4ngulo: 150° esta en el II cuadrante.
Paso 2. Angulo de referencia: 180° — 150° = 30°.
Paso 3. Signo: en Il cuadrante, sin es positivo.

1
sin(150°) = sin(180° — 30°) = sin(30°) = 3

2. cos(210°)

Paso 1. 210° estd en el III cuadrante.
Paso 2. Referencia: 210° — 180° = 30°.
Paso 3. Signo: en III cuadrante, cos es negativo.

c0s(210°) = cos(180° 4 30°) = — cos(30°) = —?.
3. tan(315°)

Paso 1. 315° est4 en el IV cuadrante.
Paso 2. Referencia: 360° — 315° = 45°.
Paso 3. Signo: en IV cuadrante, tan es negativa.

tan(315°) = tan(360° — 45°) = — tan(45°) = —1.

4. sin(—240°)

Paso 1. Usa periodicidad: sin(f) = sin(é + 360°).
—240° 4 360° = 120°.
Paso 2. 12(0° esta en II cuadrante.



Paso 3. Referencia: 180° — 120° = 60°.
Paso 4. Signo: en I, sin positivo.

3
sin(—240°) = sin(120°) = sin(180° — 60°) = sin(60°) = \é_

2) Razones trigonométricas a partir de una dada y el cuadrante

[SA1[%)

1.sina = 2, o en II cuadrante

EnIl:sin > 0, cos < 0, tan < 0.

Paso 1. Identidad: sin® a + cos? o = 1

2
3 9 16
2 .2
cos‘a=1—-sin“a=1—-|=-) =1—— = —.
<5> 25 25
Paso 2. Signo: en I, cosa < 0
4
cosa = ——.
5
sin «
Paso 3.tana =
Ccos o
tana = % = 3
=2 =—.
—1 4
12

2.cosa = o en III cuadrante

STt

EnIII: sin < 0, cos < 0, tan > 0.

2 2

Paso 1.sin“a =1 — cos” «

122 144 25
. 2
:1— _—— :1——:—_
S ( 13) 169 ~ 169

Paso 2. Signo: en I, sina < 0

. 5
sina = ——.
13
sin o
Paso 3.tana =
cos o
2 5
_ 13 _ 9
tana = IS TS
13
(Opcional) Reciprocas:
_ _ —_13 — 12
csCo = — %, 8eCx = 12,cota = 3.



5

3.tana = 3-aenl cuadrante

En I: todas positivas.

opuesto __ 5
adyacente ~— 12"

Toma catetos: opuesto = 5, adyacente = 12.

Paso 1. Interpreta tana =

Paso 2. Hipotenusa: h = /52 + 122 = /25 + 144 = 13.

Paso 3. Razones:

) 12 ¢ 5
smo — — CoOsa — — ano — —.
13’ 13’ 12
Reciprocas: csca = 1—53 seca = %’ cota = 1_52
4.sina = —%, o en IV cuadrante

EnIV:sin < 0, cos > 0, tan < 0.

Paso 1.cos?a = 1 — sin’ a

4\ 2 16 9
cos2a:1<) =1— — = —.

Paso 2. Signo:en1V,cosa > 0

sin o
cos o

Paso 3.tana =

Reciprocas: csca = —2, seca = g cota = —

3) Igualdades trigonométricas (verdadera / falsa)
1.sin’z + cos?z =1

Es la identidad pitagérica.
_]Verdadera para todo x.



2.1 +tan’x = ——
cos? x

Partimos de 1 + tan? z = sec® x ysecxr =

Entonces sec? x = 12 .
CcCos“ T

_]Verdadera, con restriccién cosz / 0.

1—cos?z .
3. ——————— =sinzx
sinx
Usamos 1 — cos? z = sin® z:

1

cosz’

1—cos®z sin® x .
- = — =sinzx.
sinz sin x
[Zverdadera, con restriccion sinz / 0. =
sin x 14 coszx
1—cosz sin x
Paso 1. Racionaliza el primer miembro:
sin x 14 coszx

sinz(1 + cos x)

1—cosz 1+ cosx

Paso 2.1 — cos? z = sin® z:

1 — cos?

sinz(l+cosz) 1+cosz

sin

2

€T

sin x

x

(74verdadera, con restricciones sinz / 0y 1 =cosz / 0 (equivale acosz / 1).

1
5.tanxz +cotx = ————
SIN X COST
sinz coszx sin? z + cos®z 1
tanx + cotx = - = - = — .
cosr sinz sinx cos sinx cos
(Zverdadera, consinz / Oycosst / 0. =
sinx —tanzx
6. ————————— — —tanzx
1 —coszx
Reescribe tan ¢ = 32.2.
COos T
sinz cosz — 1

sinz —tanxz = sinxz —

COS T

Entonces

=sinz(1-— =sing———
cos T CcoS T



cosx—1
cos &

sinx — tanx sinz sinx cosx —1

1—coszx 1—cosz cost 1—cosz’
Pero iofcﬂf)g; = —1. Luego:
sinx — tanx sin x
= — = —tancz.
1—coszx CcoS T

[Zverdadera, con restricciones: cosz / Oycose / 1. =

4) Problemas trigonométricos

A) Triangulos rectangulos
1. Angulo 30°, hipotenusa 10 cm

En un tridngulo 30-60-90:
« Cateto opuesto a 30° = mitad de la hipotenusa: 5 cm.
« Cateto adyacente a 30°: 10 cos 30° = 10 - @ = 5+4/3cm.

Respuesta: catetos 5 cmy 5\/5 cm.

2. Edificio: elevacion 45°, distancia 20 m
tan45° f 1=h=20
an = — = = m.
20

Respuesta: 20 m.

3. Escalera: 60° con el suelo, altura 8 m
La escalera es la hipotenusa L.
8
sin60° = — =
L

. 1613
Respuesta: 5= m.

4. Avién: angulo 12°, recorrido 2 km

Altura h = 2sin 12° km.
h ~2-0.2079 = 0.4158 km = 415.8 m (aprox.)

Respuesta: h = 2sin 12° km ~ 416 m.



5. Acantilado: depresion 18°, distancia horizontal 350 m

El 4ngulo de depresion equivale al de elevacién desde el barco: 18°.

h
18° = — = 18°.
tan 18 350 = h =350tan 18

h ~ 350 - 0.3249 = 113.7 m (aprox.)

Respuesta: h = 350tan 18° ~ 114 m.

B) Triangulos no rectangulos
6. Lados 7 cmy 10 cm, angulo comprendido 45°. Hallar el tercer lado
Ley de cosenos:

A=T"4+10>—-2-7-10cos45°.

2
c2:49+100—140-§:149—70\/§.

¢ =1/149 — 70v/2 cm (~ 7.07 cm).

7. Angulos 50° y 65°, lado opuesto a 65° es 12 cm

Tercer angulo: 180 — 50 — 65 = 65°.
Luego el tridngulo tiene dos angulos iguales (65° y 65°) — los lados opuestos son iguales.

Si el lado opuesto a 65° vale 12, el lado opuesto al otro 65° también vale 12.

Para el lado opuesto a 50°: ley de senos

a 12 sin 50°
- = — =a=12— .
sin 50° sin 65° sin 65°

T WL (L
Aproximacion: a & 12 - G020 ~ 10.14 cm.

Respuesta: dos lados 12 cm y el tercero 122@“20: ~ 10.14 cm.
in 65

8. Lados 8 cm, 11 cm, 14 cm. Hallar el angulo opuesto al lado mayor (14)
Sea C' el 4ngulo opuesto a 14. Ley de cosenos:
\cos C=\frac{8/2+11/2-14/2}{2\cdot8\cdot11}= rac{64+121-196}{176}=\frac{-11}{176}.

11 R
C = arccos <_1—76> ~ 93.6°.



Respuesta: C' =~ 93.6°.

9. Terreno: lados 120 m y 95 m con angulo comprendido 72°. Hallar area
Area con dos lados y &ngulo incluido:
A= %ab sinC = %(120)(95) sin 72°.
A =5700sin72° ~ 5700 - 0.9511 ~ 5421 m*.

Respuesta: A = 5700sin 72° ~ 5421 m>.

10.a = 9,b = 12, LA = 40°. Numero de soluciones y resolucién

Caso SSA (dos lados y un angulo no comprendido) — puede haber 0, 1 0 2 soluciones.

Paso 1. Ley de senos:

a b Lo _bsinA
sind  smB P T T4
sin B — 1250 4 a0,
9 3

Aproximacién: sin 40° ~ 0.6428 = sin B ~ 0.8571.
Como 0 < sin B < 1, hay dos posibles angulos:

B; = arcsin(0.8571) ~ 59.0°, B, = 180° — 59.0° ~ 121.0°.

Ambos son compatibles con A = 40° porque 40 4+ 121 < 180y 40 + 59 < 180. = 2 soluciones.

Solucién 1: B ~ 59.0°
C =180 — 40 — 59 = 81°.
Luego

c a asinC _ 9sin81° N 9-0.9903

sinC _snA ¢ smA  sind0° 06428

~ 13.86.

Solucién 2: B ~ 121.0°
C =180 —40 — 121 = 19°.

_ 9sin19° _ 9-0.3256

— ~ ~ 4.56.
sin 40° 0.6428 56

Respuesta: 2 triangulos posibles:
1) B =~ 59°, C ~ 81°, c~ 13.86.
2)B~121°, C = 19°, c ~ 4.56.



5) Ecuaciones trigonométricas

1

1.sinx:5
T ok T L ok
r = — mw 0 XX = — TT.
6 6
2.cosz = —1
= m+ 2km.
.tanz =1
wz%—i—kw.

4.2sina:—1=0:>sinx:%

Misma que la 1:

5
$:%+2k7r o) m=%+2kﬂ'.

5.cos2x =0

2w=f+k7r:>w:

[\]
N
o|F

6.SInxr = CcoS T
v
tan:c:1:>xzz+k7r.
7.2sinz—-1=0

. 1 .
sin“ ¢ = 3 =sinr =+—.

f e m™ 3w bw Tm
(Equivalente: z = 7, °F, °F, I + 2km).



8.sin2x =0

k
2:c:k7r:>m:7ﬂ-.

9.cosx = sin 2z

Usa sin 2z = 2sin x cos x:

cosT = 2sinx cos.
Pasa todo a un lado:
cosz(l —2sinz) = 0.

Casos:
Caso1:cosx =0=x = % + k.

Caso2:1 —2sinz =0 =sinz = :>a::%+2k7ro:c:%"+2k7r.

1
2
Solucién general:

5
w:%—kkw o) m:%+2k7r o w:%—FZlm.

10. tanx = \/§

= — + km.

6) Sistemas de ecuaciones trigonométricas

sinx =

DN |

cosz >0

Desinz = %:
r=7%+2kmox= 5{+2k7r.

La condicién cos z > 0 selecciona cuadrantes Iy IV.
§ esta en I = valido.

5T

5 estad en II = cos < 0 — no vélido.

Solucién:

:B:E—l—2k7r.



cosT = ?

sinz >0

Decoszx = @:

r=7+2krox = —% + 2k (equiv. 771’ + 2km).
Condicién sin z > 0 — cuadrantes Iy IL
7 estéd en I—vélido.

T estd en IV — sin < 0 — no valido.

4
Solucioén:
T = % + 2k,
tanz =1
sinz <0

Detanz = l:z = § + k.
Comprueba signo de sin:

*Sik par >z = 7 + 2mm (I cuadrante) = sin > 0 (no vale).
*Sikimpar—>x =7 + (2m+ 1)m = %’T + 2mr (III cuadrante) = sin < 0 (vale).

Solucioén:

r=— + 2km.

sinx + cosx = \/5

sinz > 0
Usa identidad:
sinz + cosz = v2sin (a: + %) .
Entonces:
\/isin(x—l—%) :\/§:>sin(:l:—|—%) =1.
m+%:%+2kﬂ':>m:%+2k7r.

Compruebasinz > 0: parax = 7 + 2k, si.

Solucion:

ngmkw.

10



sin2x =0

cosz <0

De sin2zx = 0:

kmw
20 = kr = x = —.
2
Ahora impone cos ¢ < 0: ocurre en Il y III cuadrantes, es decir para angulos:

T 3
x € <§+2m7r, 7+2m7r>.

s

De los valores x = %’T los que caen ahison: z = 7 4 2mm y también ¢ = g + 2mm? (en 51 COS = 0,

NO es <0).
En 37” cos = 0, tampoco.

Por tanto, solo:

T =+ 2km.

Fin del solucionario

11
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