Limites y Continuidad - Soluciones paso a paso

Referencia: Hoja “Matematicas II - Limites y Continuidad”.

Ejercicio 1. L'HOpital (I)
a) Limite:

e _1-22
hm —_—
z—0 312

b) Tipo de indeterminacién: Al sustituir z = 0: - Numerador: e’ — 1 — 0 = 1 — 1 = 0 - Denominador:
02=0

Es una indeterminacién 0/0, asi que podemos usar L'Hépital.
c) Aplicamos L'Hopital 1 vez (derivamos numerador y denominador): - Derivada del numerador:
(e*7) = 2e*, (—1) =0, (—2z)' = —2.

Por tanto: (€2* — 1 — 2z)" = 2e?* — 2 - Derivada del denominador: (z?)" = 2z

Queda:

L2 -2
lim ——
z—0 2z

d) Comprobamos otra vez sustituyendo = 0: - Numerador: 2 -1 — 2 = 0 - Denominador: 0
Sigue siendo 0/0 — L'Hopital otra vez.

e) Aplicamos L'Hépital 22 vez: - Numerador: (2€2% — 2)' = 4€2® - Denominador: (2z)" = 2

Queda:
4 2x
lim A lim 2¢**
z—0 2 z—0
f) Sustituimos x = 0:
2 =2.1=2

_]Resultado:

Ejercicio 2. L'HOpital (II)

a) Limite:



Inz
m —
T—+00 x1/3

b) Tipo de indeterminacién: Cuando z — +o0:-Ilnx — 400 - z/3 — +oo
Es una indeterminacién oo /oo — podemos usar L'Hopital.
c) Aplicamos L'Hdpital: - (Inz)’ = 1 - (z1/3)' = 1272/

Entonces:

. lnz 1/
acﬁufoo zl/3 wﬂnfoo (]_/3),1;_2/3

d) Simplificamos:

1/z _1. 3 :3-1-x2/3:3x2/3_1=3$_1/3

(1/3)x2/3 =z 272/3 T

e) Ahora el limite es directo:

1
lim 3z73*=3 lim — =0
T—>+00 T—>+00 ;1;1/3

_]Resultado: @

Ejercicio 3. L'HOpital (III)
a) Limite:

. tanz —x
lim —
z—0 €T

b) Indeterminacién: Al sustituir x = 0: - Numerador: tan 0 — 0 = 0 - Denominador: 0
Es 0/0 — L'Hopital.
c) 12 vez L'Hépital: - (tanz — z)’ = sec’z — 1- (23) = 322

sec?z —1

lim
z—0 3x2

d) Sustituyendo z = 0:-sec?0 — 1 = 1 — 1 = 0 - Denominador 0

Sigue 0/0 — otra vez.

e) 2% vez L'Hépital: - (sec?z — 1)’ = (sec?z)’ = 2sec’ ztanz - (32°) = 6z



2sec? ztanx . sec2 ztanx
im—— =lim ———
z—0 6x z—0 3z

f) Sustituimos = 0: - Numerador: sec20tan0 = 1- 0 = 0 - Denominador: 0
Otra vez 0/0 — tercera vez.

g) 3 vez L'Hépital: Derivamos numerador con regla del producto: g(z) = sec® z, h(z) = tanz. -

g'(xz) = 2sec’zxtanz - h'(z) = sec’

(sec’ztanz) = g'h + gh' = (2sec® ztanz) tan + sec’ x sec’ z

= 2sec’ ztan® x + sec’ z
Derivada del denominador (3z)' = 3.

Entonces:

2sec? ztan? x + sect z

1m
z—0 3

h) Sustituimos z = 0: - tan 0 = 0 — el primer término se anula. -sec0 = 1 > sec*0 = 1

0+1 1

3 3

_]Resultado:

Ejercicio 4. Parametro para limite finito

a) Limite:
axr + sinx
lim —
z—0 x
b) Separamos en dos fracciones:
ax + sinz ar sinz n sin x
T T T T
c) Usamos el limite conocido:
sinz
lim =1
z—0 @

Entonces:

z—0

lim <a+ smac) =a+1



_JConcIusién: el limite existe y es finito para cualquier a.

El valor del limite es .

Ejercicio 5. Parametro y asintota oblicua
Dada:

22 tar+1
- z

f(z)

Queremos que la asintota oblicua sea:

a) Dividimos cada término entre x:

b) Cuando £ — +00, el término % — 0.
Entonces la recta que se “queda” es:

y=2x+a
c) Para que sea exactamente y = 2z + 3, necesitamos:

a=3

_JResuItado:

Ejercicio 6. Continuidad a trozos (I)

f(:z:):{aa:+2, z<lz?’+1,z>1

Pedir continuidad en z = 1.

a) Para continuidad en £ = 1 debe cumplirse:

lim f(z) = f(1) = lim f(z)

z—1- z—1t

b) Limite por la izquierda (usamos la parte az + 2):

lim(az+2)=a-14+2=a+2

z—1~

c) Valor en 1 (se usa la parte z > 1)



f)y=1"+1=2
d) Igualamos:

a+2=2=a=0

_]Resultado:

Ejercicio 7. Continuidad en todo R

f(l‘):{a:c—f—b, r<0z’+1,0<z<23z—-1, z>2

Para que sea continua en todo IR, debe ser continua en los puntos de cambio: 0y 2.

1) Continuidadenxz = 0

* Limite por izquierda: axz +b—b

lim (az +b) =b

z—0"

+ Valor en 0 (segunda parte):
fO)=0"+1=1

Entonces:

2) Continuidad en x = 2

* Limite por izquierda (segunda parte):

lim (2> 4+1)=2>+1=5

T2~
* Valor en 2 (tercera parte):
f2)=3-2-1=6-1=5

Aqui ya coincide sin tocar a.

(7conclusién: | b = 1 y‘ a puede ser cualquier real ‘

Ejercicio 8. Derivabilidadenz = 0

f(a:):{am+b, z<0z+1, >0

Para que sea derivable en O, primero debe ser continua en 0 y después tener derivadas laterales
iguales.



1) Continuidadenxz = 0
* Valor por la izquierda (y valor en 0):
f(0)=a-04+b=0
* Limite por la derecha:

lim (> 4+ 1) =1

z—0+

Para continuidad:

2) Igualar derivadas laterales

« Derivada por la izquierda: (az + b)' = a
» Derivada por la derecha: (z? + 1)’ = 2z — en 0 vale 0.

Para derivabilidad:

_]Resultado:

Ejercicio 9. Teorema de Bolzano en [0, 2]

f(fC)Z{:c?—a, 0<z<12z—-3,1<z<2
Queremos que se cumplan las hipétesis de Bolzano en [0, 2]: 1) f debe ser continua en [0, 2]. 2)

f(0) - f(2) < 0 (valores de distinto signo).

1) Continuidad en el punto de empalme z =1

* Limite por izquierda:

lim (2> —a)=1—-a
T—1"

* Valor en 1 (segunda parte):
fy=2-1-3=-1
Para continuidad:
l—-a=-1=a=2
2) Comprobar cambio de signo entre extremos

Cona = 2:- f(0) = 0% — 2 = —2 (negativo) - f(2) = 2-2 — 3 = 1 (positivo)

Producto:



(-2)-1=-2<0

Se cumple.

_]Resultado:

Resumen final de resultados

*E1:2

*E2:0

*E3:1/3

* E4: el limite existe paratodoayvalea + 1
*E5:a =3

*E6:a =0

*E7:b =1, a cualquiera
*E8:a=0b=1
*E9:a =2
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