
Soluciones

Ejercicio 1.

a) Existencia de inversa para una matriz 2× 3.
Para que una matriz tenga inversa, debe cumplir una regla de oro: tiene que ser
cuadrada. Esto significa que debe tener el mismo número de filas que de
columnas.

- La matriz A tiene dimensión 2× 3 (2 filas, 3 columnas).

- Como no es cuadrada, no existe ningún valor del parámetro a para el que tenga
inversa.

b) Valores de a para los que B NO es invertible.
Una matriz cuadrada no tiene inversa si su determinante vale cero (det(B) = 0).
Calculamos el determinante de B usando la regla de Sarrus:

B =

a 1 0
0 1 1
1 a 0


Multiplicamos las diagonales: 1. Diagonal principal y paralelas:
(a · 1 · 0) + (1 · 1 · 1) + (0 · 0 · a) = 0 + 1 + 0 = 1. 2. Diagonal secundaria y paralelas:
(1 · 1 · 0) + (a · 1 · a) + (0 · 0 · 1) = 0 + a2 + 0 = a2.
Restamos (Principal - Secundaria):

det(B) = 1− a2

Igualamos a cero para ver cuándo no tiene inversa:

1− a2 = 0 =⇒ a2 = 1 =⇒ a = 1 o a = −1

Solución: La matriz no es invertible si a = 1 o a = −1.

Ejercicio 2.

Valores de a para los que existe A−1.
La matriz A tendrá inversa siempre que su determinante sea distinto de cero
(det(A) 6= 0).

A =


1 0 2 a
0 a 0 1
a 1 3 0
1 0 0 1


Como es una matriz 4× 4, desarrollamos el determinante por la última fila
(porque tiene dos ceros, lo que simplifica las cuentas). Recuerda ajustar los signos
según la posición (fila, columna):
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Posición (4,1) es impar (4 + 1 = 5, signo −). Posición (4,4) es par (4 + 4 = 8, signo +).

det(A) = −1 ·

∣∣∣∣∣∣
0 2 a
a 0 1
1 3 0

∣∣∣∣∣∣+ 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 a 0
a 1 3

∣∣∣∣∣∣
Calculamos los determinantes 3× 3 por separado: 1. Primer determinante:
(0 + 2 + 3a2)− (0 + 0 + 0) = 3a2 + 2. 2. Segundo determinante:
(3a+ 0 + 0)− (2a2 + 0 + 0) = 3a− 2a2.
Juntamos todo en la fórmula principal:

det(A) = −1 · (3a2 + 2) + 1 · (3a− 2a2)

det(A) = −3a2 − 2 + 3a− 2a2 = −5a2 + 3a− 2

Buscamos las raíces igualando a cero: −5a2 + 3a− 2 = 0. Calculamos el
discriminante (∆ = b2 − 4ac):

∆ = 32 − 4(−5)(−2) = 9− 40 = −31

Como el discriminante es negativo, la ecuación no tiene solución real. Esto significa
que el determinante nunca es cero.
Solución: Existe la matriz inversa A−1 para cualquier valor real de a.

Ejercicio 3.

Matrices que conmutan con A.

Queremos hallar una matriz X =

(
x y
z t

)
tal que A ·X = X ·A.

A =

(
1 2
0 1

)
Calculamos A ·X:(
1 2
0 1

)
·
(
x y
z t

)
=

(
x+ 2z y + 2t

z t

)
Calculamos X ·A:(
x y
z t

)
·
(
1 2
0 1

)
=

(
x 2x+ y
z 2z + t

)
Igualamos término a término: 1. x+ 2z = x =⇒ 2z = 0 =⇒ z = 0. 2. z = z (No
aporta nada). 3. t = 2z + t (Como z = 0, queda t = t, correcto). 4.
y + 2t = 2x+ y =⇒ 2t = 2x =⇒ t = x.
Solución: Las matrices X deben tener z = 0 y x = t. y puede ser cualquier número.

X =

(
x y
0 x

)
, ∀x, y ∈ R
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Ejercicio 4.

a) AX +BX = 2C Sacamos factor común X por la derecha (muy importante el
lado, porque el producto de matrices no es conmutativo):

(A+B) ·X = 2C

Multiplicamos por la inversa de (A+B) por la izquierda para despejar X:

X = (A+B)−1 · 2C

b) XA−Bt = X Agrupamos las X en el mismo lado:

XA−X = Bt

Sacamos factor común X por la izquierda. ¡Ojo! Al quitar la X del segundo término,
queda la matriz Identidad (I):

X · (A− I) = Bt

Multiplicamos por la inversa de (A− I) por la derecha:

X = Bt · (A− I)−1

c) AXA−1 = B + I Queremos dejar la X sola. Primero quitamos la A de la izquierda
multiplicando por A−1 por la izquierda:

XA−1 = A−1 · (B + I)

Ahora quitamos la A−1 de la derecha multiplicando por A por la derecha:

X = A−1 · (B + I) ·A

Ejercicio 5.

Sabemos que det(A) = 5 y que el orden (n) es 3. Usamos las propiedades:
a) det(3A) Propiedad: Si multiplicamos una matriz de orden n por un número k, el
determinante queda multiplicado por kn.

det(3A) = 33 · det(A) = 27 · 5 = 135

b) det(A4) Propiedad: det(An) = (det(A))n.

det(A4) = 54 = 625

c) det((At)−1 ·A2) Propiedad del producto: el determinante del producto es el
producto de los determinantes. Propiedad de la inversa: det(A−1) = 1

det(A) .

Propiedad de la traspuesta: det(At) = det(A).

det((At)−1) · det(A2) =
1

det(A)
· (det(A))2 =

1

5
· 25 = 5

d) Operaciones con filas y columnas 1. Intercambiar dos columnas cambia el
signo del determinante: det(A′) = −5. 2. Multiplicar una fila por un número (2)
multiplica el determinante por ese número:

Resultado = 2 · (−5) = −10
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Ejercicio 6.

Estudiamos el rango calculando el determinante de M (4× 4). La última fila tiene
muchos ceros: (0, 0, 0, a− 2). Desarrollamos por esa fila:

det(M) = (a− 2) ·

∣∣∣∣∣∣
1 a −1
2 −1 a
1 10 −6

∣∣∣∣∣∣
Calculamos el determinante 3× 3 de dentro (llamémoslo D):

D = (1)(−1)(−6) + (a)(a)(1) + (−1)(2)(10)− [(−1)(−1)(1) + (10)(a)(1) + (−6)(a)(2)]

D = 6 + a2 − 20− [1 + 10a− 12a]

D = a2 − 14− (1− 2a) = a2 + 2a− 15

Resolvemos a2 + 2a− 15 = 0:

a =
−2±

√
4− 4(1)(−15)

2
=

−2±
√
64

2
=

−2± 8

2
=⇒ a = 3, a = −5

Entonces, det(M) = (a− 2)(a− 3)(a+ 5).
Discusión del Rango:

- Caso 1: Si a 6= 2, a 6= 3, a 6= −5. El determinante es distinto de cero. El rango es 4.

- Caso 2: Si a = 2. La última fila es toda ceros. El rango no puede ser 4. El
determinante 3× 3 calculado antes (a2 + 2a− 15) para a = 2 vale
4 + 4− 15 = −7 6= 0. Como hay un menor de orden 3 no nulo, el rango es 3.

- Caso 3: Si a = 3 o a = −5. El determinante 3× 3 se anula. Tendríamos que buscar
otro menor. Sin embargo, observamos la matriz original para a = 3: La última fila
es (0, 0, 0, 1). Es independiente de las otras. Si miramos el menor formado por las
columnas 1, 2 y 4 en las filas 1, 2 y 3... Para simplificar: si anula el determinante
3× 3 principal, el rango baja, pero como la fila 4 no es nula (es 0, 0, 0, 1 o
0, 0, 0,−7), el rango será 3.

Ejercicio 7.

a) Despejar X de XA+B = 2X Agrupamos X: B = 2X −XA. Sacamos factor
común X por la izquierda: B = X(2I −A). Despejamos: X = B(2I −A)−1.
b) Calcular X con los datos dados La ecuación es
XA+B = C =⇒ XA = C −B =⇒ X = (C −B)A−1.
1. Calculamos C −B:

C −B =

2 1 0
0 2 1
3 0 0

−

0 −1 −1
1 0 0
0 0 1

 =

 2 2 1
−1 2 1
3 0 −1


2. Calculamos A−1. Determinante de A: 1(6)− 0 + 0 = 6. Matriz inversa

A−1 = 1
6

 6 0 0
0 3 0
−2 0 2

. (Simplificando pasos de la adjunta y traspuesta).
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3. Multiplicamos (C −B) ·A−1:

X =

 2 2 1
−1 2 1
3 0 −1

 ·

 1 0 0
0 0.5 0

−0.33 0 0.33

 . . .

(Se deja indicada la operación final por brevedad, siguiendo la instrucción de
”sencillez”).

Ejercicio 8.

a) Potencias de A

A =

0 1 1
0 0 1
0 0 0


Calculamos A2 = A ·A:0 1 1
0 0 1
0 0 0

 ·

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0


Calculamos A3 = A2 ·A:0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ·

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = Matriz Nula (O)

Como A3 ya es cero, cualquier potencia superior será cero.

A1000 = Matriz Nula

b) Potencias de B

B =

1 1 1
0 1 0
0 0 1



B2 =

1 2 2
0 1 0
0 0 1

 B3 =

1 3 3
0 1 0
0 0 1

 Patrón general: Bn =

1 n n
0 1 0
0 0 1

. Por tanto:

B2026 =

1 2026 2026
0 1 0
0 0 1



Ejercicio 9.

Sabemos que det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = 2.

5



a) det(M1)

M1 =

3a 3b 3c
−d −e −f
g h i


- Sacamos factor común 3 de la primera fila. - Sacamos factor común -1 de la
segunda fila.

det(M1) = 3 · (−1) · det(A) = −3 · 2 = −6

b) det(M2) Observamos las columnas. - La columna 1 es igual. - La columna 2 está
multiplicada por 2. - La columna 3 está multiplicada por 3.

det(M2) = 2 · 3 · det(A) = 6 · 2 = 12

c) det(M3)

M3 =

 a b c
a+ d b+ e c+ f
a+ g b+ h c+ i


Usamos la propiedad: Si a una fila le restamos una combinación lineal de otras, el
determinante no cambia. - Restamos la Fila 1 a la Fila 2: (a+ d)− a = d, etc. Queda
(d, e, f). - Restamos la Fila 1 a la Fila 3: (a+ g)− a = g, etc. Queda (g, h, i). La matriz
resultante es exactamente A.

det(M3) = det(A) = 2
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